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ΘΕΜΑ Α  
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ΘΕΜΑ Β 

B1. Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ 
1

( ) ln 1, 0h x x x
x

    . Έχουμε, για κάκε x>0 , h 

ςυνεχισ ωσ πράξεισ ςυνεχών και παραγωγίςιμθ με  
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οπότε ςχθματίηουμε τον παρακάτω πίνακα μεταβολών: 

  

 

 

 

 

Συνεπώσ θ h είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο  0,1  και γνθςίωσ αφξουςα ςτο  1,  , 

άρα ζχει ολικό ελάχιςτο το 0 για x = 1 , δθλαδι ιςχφει  
1

( ) (1) ln 1 0h x h x
x

     ,  

για κάκε x>0. 
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Η 
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 ωσ άκροιςμα ςυνεχών 

ςυναρτιςεων και  
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Άρα ςφμφωνα με το κεώρθμα Bolzano υπάρχει τουλάχιςτον μια ρίηα  0x  τθσ g 

ςτο 
1

,1
e

 
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.Επίςθσ , για κάκε x > 0 ιςχφει : 

  

Επομζνωσ θ g  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  0,  ,  άρα θ προθγοφμενθ ρίηα είναι 

μοναδικι. 

Β3. Έχουμε, για κάκε x>0 , f ςυνεχισ ωσ πράξεισ ςυνεχών και παραγωγίςιμθ με 

 

 

και από το ερώτθμα B1 προκφπτει ( ) 0f x   , ςυνεπώσ θ ςυνάρτθςθ f είναι γνθςίωσ 

αφξουςα ςτο  0,  . Επειδι θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςε ανοιχτό διάςτθμα, δεν 

ζχει ακρότατα. 

B4.  

H f είμαι δύξ τξοέπ παοαγωγίριμη με  

 
 

 

Από ςξ εοώςημα Β2 η g έυει μξμαδική οίζα  0
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και είμαι γμηρίωπ αύνξσρα 

ρςξ  0, ,ξπόςε: 

 

  



 

 και έςρι έυξσμε ςξμ παοακάςω πίμακα μεςαβξλώμ 

 

 

  
 

 

 

 

Τξ ρημείξ 0 0( , ( ))x f x  είμαι ρημείξ καμπήπ ςηπ fC . 

 

       ΘΕΜΑ Γ 

Έςτω , :f g   παραγωγίςιμεσ ςυναρτιςεισ για τισ οποίεσ ιςχφουν  

(3) (3) 1f g   και ( ) ( ) 2f x g x    για κάκε x .  Αν θ ευκεία 3 1y x   είναι 

αςφμπτωτθ τθσ fC  ςτο  , τότε:  

Γ1. Η ευκεία 3 1y x   είναι αςφμπτωτθ τθσ fC  ςτο   άρα ιςχφει ότι  
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Γ2. ( ) ( ) 2 ( ( ) ( )) (2 )f x g x f x g x x         

Επομζνωσ,  ( ) ( ) 2 ,    f x g x x c c    .  Ιςχφει ότι 

(3) (3) 1 2 3 1 5f g c c          

Άρα, ( ) ( ) ( )( ) 2 5,f x g x f g x x x       

Γ3.  Για κάκε x  ιςχφει ότι ( ) ( ) 2 5g x f x x   . Άρα,  

( ) ( ) 2 5 ( ) 2 5
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Άρα, θ  ευκεία 4y x   είναι αςφμπτωτθ τθσ gC  ςτο   
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Γ4. 
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       ΘΕΜΑ Δ 

:f  ,  3 φορζσ παραγωγίςιμθ  

 
0

( )
lim 1 (0)
x

f x
f

x
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      0   1 0f f f    και  

   0f x   για κάκε x  

Δ1. Ιςχφει ότι f   ςυνεχισ ςτο    ωσ παραγωγίςιμθ και   0f x   για κάκε x  . 

Επομζνωσ,  θ f   διατθρεί πρόςθμο ςτο και άρα θ f   είναι γνθςίωσ μονότονθ 

ςτο ( f   ςυνεχισ ωσ παραγωγίςιμθ).  

Επιπλζον, f  ςυνεχισ ςτο  0,1  (ωσ παραγωγίςιμθ) και  παραγωγίςιμθ ςτο (0,1). 

Από ΘΜΤ υπάρχει ζνα τουλάχιςτον  0,1  τζτοιο ώςτε 

(1) (0)
( ) (1) (0)

1 0

f f
f f f


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
. Ιςχφει από δεδομζνα ότι      0   1 0f f f  

 

Άρα,      0   1 0 (0) ( )f f f f f      
 

Αφοφ , θ f   είναι γνθςίωσ μονότονθ ,  0 < ξ και ιςχφει (0) ( )f f    ζχουμε ότι  θ 

f   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο , άρα θ f είναι κυρτι ςτο .                           

Δ2.  Η εφαπτομζνθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ f ςτο ςθμείο τθσ με   

τετμθμζνθ  0 0 x   ζχει εξίςωςθ : (0) (0)( 0)y f f x     
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Θεωρώ 
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 . Ιςχφει 0
lim ( ) 1 (0)
x

h x f


 
και 

( ) ( )f x xh x
 για x κοντά  

ςτο 0. Επιπλζον , f ςυνεχισ ςτο 0 ωσ παραγωγίςιμθ , άρα  
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Επομζνωσ, 
(0) 1f  

 και  ζχουμε :  

: (0) (0)( 0)y f f x y x       

Δ3. Η ςυνάρτθςθ f είναι κυρτι  άρα θ fC  βρίςκεται πάνω τθν εφαπτομζνθ τθσ 

ςτο (0,f(0)) , με εξαίρεςθ το ςθμείο επαφισ, επομζνωσ ιςχφει , για κάκε  

ότι :   ( ) 0 ( ) 0 ( ) (0)f x x f x x g x g x g         άρα θ g παρουςιάηει ολικό 

ελάχιςτο ςτο 0 , το g(0) = 0.  
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